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Hybride Systeme

1 Hybride Systeme

Die Dynamik nat�urli
her und k�unstli
her Systeme zei
hnet si
hh�au�g dadur
h aus, dass sie an einigen Stellen kontinuierli
h undan anderen diskret ist. Systeme mit einer sol
hen Dynamik werdenals hybride Systeme bezei
hnet.Zeit-diskret / Zeit-kontinuierli
hWert-diskret / Wert-kontinuierli
h
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Hybride Systeme

Systemarten

Transformationelle Systemebere
hnen eine Funktion Reaktive Systemeinteragieren mit ihrer UmgebungE
htzeitsystemem�ussen Ergebnisse in bestimm-ten Zeitintervallen produzierenHybride Systemebesitzen kontinuierli
he unddiskrete Komponenten
Quelle: Universit�at Oldenburg

c© P. Höfner { 4 { Sion 2004



Hybride Systeme

Wissenkontinuierli
he Systeme:Kontolltheorie, Numerik, kontinuierli
he Mathematikdiskrete Systeme:diskrete Mathematik, (theoretis
he) Informatikhybride Systeme:??? (seit Anfang der 90er Jahre)vers
hiedenste Ans�atze: Petrinetze, Simulation, . . .
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AnwendungenBiohybride Systeme:Fraunhofer-Institut f�ur Biomedizinis
he Te
hnik (IBMT)Verkehrsleitsysteme (z.B. f�ur Flugzeuge)Hybride Systeme zur Ortung von PKWs:Ingenieurgesells
haft f�ur kinematis
he Vermessung (IkV)aktive Datenbanken(soweit das Ausl�osen bestimmter Events betro�en ist)
hemis
he Produktionsanlagen
. . .
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Hybride Systeme

Standardbeispiele f�ur hybride Systeme:

(Generalized) Railroad CrossingBahn�ubergang mit einer Stra�e und k BahngleisenSi
herheitsanforderungen an S
hrankegas burner exampleGasleitung mit eventuellen Le
ksSi
herheitsanforderungen an Gasleitung
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Hybride Systeme

2 Algebraische Charakterisierungen

GrundlagenCharakterisierung dur
h IntervalleCharakterisierung dur
h FunktionenVerglei
h
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Hybride Systeme

Definition 2.1 Ein Halbring ist ein Quintupel (A, +, 0, ·, 1), wobei

(A, +, 0) ein kommutatives,
(A, ·, 1) ein Monoid ist,die Multiplikation �uber die Addition distributiert und

a · 0 = 0 · a = 0 (Annihilator) ist.Ein Halbring hei�t idempotent, falls a + a = a gilt;er hei�t booles
h, falls der zugrunde liegende Verband booles
h ist.
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Hybride Systeme

Definition 2.2 Eine Kleene-Algebra ist ein Sextupel

(A, +, 0, ·, 1, ∗), wobei
(A, +, 0, ·, 1) ein idempotenter Halbring ist undfolgende Gesetze erf�ullt sind:

1 + a · a∗ ≤ a∗, 1 + a∗ · a ≤ a∗

b + a · c ≤ c ⇒ a∗ · b ≤ c, b + c · a ≤ c ⇒ b · a∗b ≤ c
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Hybride SystemeUnsere erste Charakterisierung hybrider Systeme basiert aufIntervallen.
Definition 2.3 Ein Intervall auf einer geordneten Menge (M,≤)ist de�niert als

[a, b]

def
= {x : x ∈ M, a ≤ x ≤ b}Beispiel Produkt-(Pareto-)ordnung:

[(a1, a2), (b1, b1)] = {(x1, x2) : a1 ≤ x1 ≤ b1, a2 ≤ x2 ≤ b2}

Definition 2.4 Auf Intervallen k�onnen wir eine Intervall-komposition ; Int× Int → Int de�nieren.
[a, b] ; [c, d]

def

=





[a, d] falls a = bunde�niert sonst
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Hybride Systeme

Definition 2.5 S

def
= (P(Int),∪, ∅, ; , 1lInt) ist ein Halbring, falls ;auf Mengen erweitert wird

A ; B
def

= {a ; b : a ∈ A, b ∈ B, A, B ∈ P(Int)}1lInt def
= {[a, a] : a ∈ M}dur
h endli
he Iteration (∗-Operator) zu Kleene-Algebra erweiterbarFunktionen f : P(Int) → V k�onnen nun kontinuierli
he Verl�aufebes
hreiben

f einges
hr�ankt auf I ⊆ 1lInt bes
hreibt Zeit-diskrete Verl�aufe

f einges
hr�ankt auf P ⊆ V , P diskret, bes
hreibt diskreteWert-Verl�aufe
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Hybride Systeme

Als zweites Beispiel betra
hten wir anstelle der IntervalleFunktionen als Grundmenge (vgl. [Sintzo�03℄).Hierzu sei V eine endli
he Menge von Zust�anden (Wertemenge)und G eine Menge von Intervalll�angen (IN, Q, IR, (IN× IR), . . .).

Definition 2.6 Eine Trajektorie t ist ein Paar (d, g), wobei d ∈ Gund g : [0, d] → P, P ⊆ V.
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Hybride Systeme

�Ahnli
h wie die Intervallkomposition k�onnen wir au
h hier eineKomposition de�nieren.Seien (d1, g1) und (d2, g2) Trajektorien �uber der Wertemenge V

(d1, g1) · (d2, g2)
def

=





(d1 + d2, g) falls g1(d1) = g2(0)unde�niert sonstmit g(x) = g1(x) ∀x ∈ [0, d1] und g(x + d1) = g2(x) ∀x ∈ [0, d2]

d bezei
hnen wir als L�ange der Trajektorie, P als Werteberei
h

(d1, g1) · (0, g2) = (d1, g1) oder unde�niertProzesse sind Mengen von Trajektorien
[d]P

def

= {(d, g) : g : [0, d] → P}, P ⊆ V
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Hybride Systeme

Definition 2.7 Dur
h Mengenbetra
htung erhalten wir einen(booles
hen) HalbringPRO def
= (P([ ]V),∪, ∅, ·, [0]V)wobei [ ]V

def
=

⋃

d

[d]Vdur
h endli
he Iteration (∗-Operator) zu Kleene-Algebra erweiterbar

[d]P ∈ P([ ]V)Ist G = {0, 1} entspri
ht PRO den Relationengro�e �Ahnli
hkeit mit Funktionenr�aumen der Linearen Algebra

[d]P, P diskret, bes
hreibt diskrete Wert-Verl�aufe
[0]Q ⊆ [0]V bes
hreibt Zeit-diskrete Verl�aufe
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Hybride Systeme

Verglei
h der beiden algebrais
hen Charakterisierungen:beide sind booles
he Halbringe:die Operationen ∪, ∩,
⋃

,
⋂

, existieren

S hat einfa
here Grundobjektebessere Modellierung vers
hiedener Funktionen in PRO m�ogli
hZusammenhang zu hybriden Systemen:Funktionen auf/in diesen Modellen repr�asentieren dieKontinuierli
hkeit der hybriden SystemeTeilmengen von 1lInt bzw. [0]V spiegeln die Diskretheit wider.In Halbringen werden diese Elemente Pr�adikate oder Testsgenannt. Im Folgenden bezei
hnet p einen Test und test(K) dieMenge aller Tests des Halbrings K.
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3 Spieltheoretische Annäherung

Im folgenden bes
h�aftigen wir uns n�aher mit booles
henKleene-Algebren und versu
hen dur
h diese die algebrais
heStruktur hybrider Systeme besser verstehen und bere
hnen zuk�onnen (vgl. [Ba
khouse02℄, [M�oller03℄, [Sintzo�03℄).
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Hybride Systeme

ÜberblickSpiele und hybride SystemModalit�aten
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Hybride Systeme

Definition 3.1 Ein Spiel besteht aus einem oder mehrerenSpielern, wel
he miteinander interagieren.

Spielarten:endli
he / unendli
he Zugdauerendli
he / unendli
he Spieldauerendli
he / unendli
he Anzahl von Zugm�ogli
hkeitenman
he Mitspieler k�onnen kooperierenSpielz�uge k�onnen si
h zeitli
h �ubers
hneiden
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Hybride Systeme

Warum Spieltheorie zur Annäherung?Ein hybrides System kann als Spiel interpretiert werden. Dabeisind die kontollierenden und die kontrollierten Komponenten dieSpieler und Gegner.die kontrollierenden Komponenten entspre
hen meistens dendiskreten Anteilen des hybriden Systems,die kontrollierten den kontinuierli
hen TeilenElemente aus PRO 
harakterisieren Mengen von Spielz�ugen(M�ogli
hkeiten)
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Hybride Systeme

Im Folgenden wollen wir uns auf disjunkte diskrete Spiele mitendli
her Spielzugdauer bes
hr�anken.
(S1 · S2 · · ·Sn) stellt eine Spielrunde dar,
(S1 · S2 · · ·Sn)∗ ein endli
hes Spiel.
(S1 · S2 · · ·Sn)ω bes
hreibt unendli
h andauernde Spiele in

ω-Algebren.
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Hybride Systeme

In hybriden Systemen (bzw. in Spielen) ist es ents
heidend,Aussagen �uber die Existenz oder Ni
ht-Existenz (Allquantor) vonEigens
haften tre�en zu k�onnen.
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Hybride Systeme

Wiederholen wir zu diesem Zwe
ke das Konzept der modalenHalbringe.
Definition 3.2 Ein modaler Halbring K ist ein Halbring mit einerzus�atzli
hen domain-Operation p : K → test(K), so dass

a = pa · a p(p · a) ≤ p p(a · pb) = p(a · b)Eine modale Kleene-Algebra (MKA) ist eine Kleene-Algebra, derenzugrunde liegender Halbring modal ist.Analog kann man eine 
odomain-Operation q : K → test(K)de�nieren.
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Hybride Systeme

Definition 3.3 In einem modalen Halbring k�onnen wir modaleOperatoren Diamond und Box de�nieren:

| 〉, | ], 〈 |, [ | : K → test(K) → test(K) by
|a〉p

def
= p(a · p) 〈a|p

def

= (p · a)q

|a]p

def
= ¬|a〉¬p [a|p

def
= ¬〈a|¬pDiamond und Box bes
hreiben die m�ogli
he bzw. die garantierteErrei
hbarkeit unter a-S
hritten.
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Hybride Systeme

In einem Spiel mit 2 Spielern k�onnen wir bez�ugli
h Gewinnbarkeiteine Spielrunde als folgendes Produkt interpretieren.

|a〉 · |a]Verl�aufe endli
her bzw. unendli
her Spiele k�onnen wir also dur
h

(|a〉 · |a])∗ bzw. (|a〉 · |a])ωbes
hreiben und dur
h Fixpunktiteration (z.B. Satz von Kleene)bere
hnen.
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Hybride Systeme

Eine Verallgemeinerung in booles
hen Kleene-Algebren (wie PRO)sind folgende Bes
hreibungen
p(a ⊓ w) und ¬ p(a ⊓ w)Die Verallgemeinerung besteht in der Eins
hr�ankung auf w, so dassder Domain-Operator auf einen Teil der Grundmengeeinges
hr�ankt wird.
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Hybride Systeme

Betra
hten wir in PRO w als Spezi�kation, eine Teilmenge von

P([ ]V), die nur m�ogli
he Kon�gurationen von Spielen bzw.hybriden Systemen darstellen, bedeuten sie folgendes:Existenzquantor
p(a ⊓ w) = {x : ∃ (d, g) ∈ a : g(0) = x, (d, g) ∈ w}Allquantor

¬ p(a ⊓ w) = {x : ∀(d, g) ∈ a : g(0) = x, (d, g) ∈ w}
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Hybride Systeme

AusblickGewinn und Verluststellungen ([DesharnaisM�ollerStruth03℄)Zusammenfassen von unters
hiedli
hen Ergebnissen(Sintzo�[03℄,[M�oller03℄,. . .)Verallgemeinerung von ErgebnissenSimulation �uber Lazy Kleene-Algebren [M�oller04℄Neue Kalk�ule und Si
herheitsaussagenVerbesserte Steuerung hybrider Systeme dur
h Spieltheorie
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